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Abstrak 

Penyebaran Covid-19 dapat dikontrol dengan mengkarantina populasi yang terinfeksi  Covid-19 atau memberikan 
vaksinasi pada individu yang rentan. Namun, karantina dan vaksinasi skala besar juga mengakibatkan kerugian 

ekonomi. Oleh karena itu perlu dikaji kontrol yang optimal agar biaya yang dikeluarkan minimum, namun kontrol yang 

dilakukan tetap efektif untuk mengendalikan penyebaran Covid-1. Dalam penelitian ini dipelajari masalah 

pengendalian optimal epidemik yang dimodelkan melalui model SIR stokastik. Penyebaran Covid-19 diasumsikan 
dapat dikendalikan oleh pemerintah dengan pemberian kontrol vaksinasi dan isolasi dengan rtujuan meminimumkan 

jumlah individu terinfeksi dan biaya vaksinasi. Model dikonstruksikan menjadi 2 kasus yaitu model I dengan vaksinasi 

dan model II dengan isolasi. Model ini didekati dengan persamaan Hamilton-Jacobi-Bellman yang menghasilkan 
sistem persamaan diferensial stokastik maju mundur. Penyelesaian persamaan Hamilton-Jacobi-Bellman didekati 

dengan menggunakan prinsip stokastik maksimum. Berdasarkan hasil analisis kontrol vaksinasi pada model I dan 

model II keduanya eksis dan dengan menerapkan prinsip Stokastik maksimum dapat diperoleh kontrol dan sistem yang 

optimal. 

Kata Kunci : Covid-19, Vaksinasi, Isolasi, Hamilton-Jacobi-Bellman, Prinsip Stokastik Maksimum. 

 

Abstract 

The spread of Covid-19 can be controlled by quarantine the population infected or vaccinating susceptible individuals. 
However, large-scale quarantines and vaccinations also result in economic losses. Therefore, optimal control is needed 

so that the required costs are minimum, but the controls carried out are still effective in controlling the spread of 

Covid-19. In this research, the problem of optimal epidemic control is studied which is modeled through the stochastic 

SIR model. The spread of Covid-19 is assumed to be controlled by the government by providing vaccination control 
and isolation which aims to minimize the number of infected individuals and the cost of vaccination. The model is 

constructed based on 2 cases, Model I with vaccination, and model II with isolation. This model is approximated by the 

Hamilton-Jacobi-Bellman equation which produces a system of back and forth stochastic differential equations. The 

solution to the Hamilton-Jacobi-Bellman equation is approached using the maximum stochastic principle. Based on the 
results of the analysis of vaccination control in a model I and model II both exist and by applying the maximum 

stochastic principle, the optimal control and system can be obtained. 
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1. PENDAHULUAN  

Permasalahan penyakit menular merupakan hal yang harus segera diselesaikan. Hal ini karena 

penyakit menular dapat mengancam kehidupan. Penyakit menular dapat disebabkan oleh mikroogranisme 

patogen seperti bakteri, virus parasit atau jamur. Sampai saat ini banyak penyakit menular yang mewabah di 

dunia. Salah satu virus yang menyebabkan penyakit menular adalah virus Corona (Covid-19). Wabah 

Covid-19 yang mematikan dan menular disebabkan oleh SARS-CoV-2. Virus ini muncul pertama kali di 

Wuhan dan kota-kota lain di Cina pada akhir tahun 2019. Covid-19 telah menjadi pandemi global 

sebagaimana dinyatakan oleh Organisasi Kesehatan Dunia (WHO) pada kuartal pertama 2020[1]. 

Covid-19 diperkirakan masuk ke Indonesia pada pertengahan Februari 2020.  Pada tanggal 13 April 

2020, presiden Republik Indonesia menetapkan penyebaran Covid-19 sebagai bencana Nasional[2]. Ciri 

khas Covid-19 yang membuat sulit untuk ditangani adalah beragamnya periode inkubasi (dalam beberapa 

kasus lebih dari 14 hari) dan beberapa pasien tanpa gejala yang menular. Belum adanya obat dan vaksin 

yang tepat dalam penanganan Covid-19 serta mengingat sifat menular dari virus ini, kemungkinan 

bertambahnya kasus Covid-19 semakin tinggi. Oleh karena itu diperlukan suatu alat untuk mengontrol dan 

mengetahui penyebaran dari Covid-19. Salah satunya dengan model matematika yang memainkan peranan 

penting dalam meningkatkan pemahaman tentang mekanisme yang mempengaruhi penyebaran penyakit 

dan memberikan pedoman bagaimana penyebaran tersebut dapat dikendalikan[3],[4],[5].  

Pemodelan matematika dengan menggunakan masalah kontrol optimal deterministik kemudian 

dieksplorasi secara luas dalam epidemiologi matematika. Beberapa penelitian [6],[7],[8] menunjukkan 

bahwa model epidemi yang dibangun dengan masalah kontrol optimal adalah tepat dan sangat berguna 

untuk menyarankan strategi kontrol dalam mengekang penyebaran penyakit. Namun yang menjadi 

permasalahan adalah terlalu banyak faktor acak dalam penyebaran Covid-19, tidak dapat diketahui dengan 

pasti jumlah individu yang terjangkit Covid-19, kondisi fisik yang berbeda tiap individu dan perubahan 

perilaku dari individu. Oleh karena itu aspek stokastik sangat menarik untuk diteliti. Dengan demikian perlu 

dikaji pemodelan matematika dengan masalah kontrol optimal stokastik. 

Metode yang digunakan untuk mengontrol penyebaran adalah dengan mengkarantina penderita yang 

menjadi sumber utama penyebaran virus yakni populasi yang terinfeksi  Covid-19 atau memberikan 

vaksinasi pada individu yang rentan. Pengalaman Cina pada Februari 2020-Maret 2020 menunjukkan 

bahwa karantina secara efektif dapat menghentikan penyebaran infeksi dan memusnahkan virus. Namun 

pada saat yang sama, karantina dan vaksinasi skala besar juga mengakibatkan kerugian ekonomi. Oleh 

karena itu perlu dikaji kontrol yang optimal agar biaya yang dikeluarkan minimum, namun kontrol yang 

dilakukan tetap efektif untuk mengendalikan penyebaran Covid-19. 

Dalam penelitian ini dipelajari masalah pengendalian optimal epidemik yang dimodelkan melalui 

model SIR stokastik dengan berasumsi bahwa pemerintah memiliki kemampuan untuk mempengaruhi 

penyebaran Covid-19 melalui salah satu atau beberapa kebijakan. Model ini digunakan dalam epidemiologi 

matematika yang memperhatikan evolusi waktu dari penyebaran Covid-19. Permasalahan ini didekati 

dengan persamaan Hamilton-Jacobi-Bellman yang menghasilkan sistem persamaan diferensial stokastik 

maju mundur. Penyelesaian persamaan Hamilton-Jacobi-Bellman didekati dengan menggunakan prinsip 

stokastik maksimum. 

 

 

2. METODE PENELITIAN 

Dalam penelitian ini dipelajari masalah pengendalian optimal epidemik yang dimodelkan melalui 

model SIR stokastik dengan berasumsi bahwa pemerintah memiliki kemampuan untuk mempengaruhi 

penyebaran Covid-19 melalui salah satu atau beberapa kebijakan. Penelitian ini diawali dengan melakukan 

studi literatur dari beberapa referensi yang terkait dengan persamaan diferensial stokastik, kontrol optimal 

dan Covid-19. Setelah itu peneliti mempelajari tentang model SIR dari penyebaran Covid-19 dan 

melakukan perluasan model SIR stokastik. Hal ini dilakukan karena terlalu banyak faktor acak dalam 

penyebaran Covid-19, diantaranya kondisi fisik yang berbeda tiap individu dan perubahan perilaku dari 

individu. Oleh karena itu model SIR Deterministik diperluas dengan waktu kontinu stokastik. Selanjutnya 

dilakukan pengkonstruksian model penyebaran Covid-19. Pada permasalahan ini diasumsikan apabila 

seluruh populasi sudah melakukan vaksinasi maka herd immunity sudah terbentuk. Dengan demikian tidak 

perlu dilakukan isolasi. Dan asumsi selanjutnya apabila vaksin Covid-19 tidak tersedia, maka populasi 
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diminta pemerintah untuk melakukan karantina/isolasi. Dengan asumsi tersebut, model dibagi ke dalam 2 

kasus yaitu model I dengan vaksinasi dan model II dengan adanya isolasi.  Model I dan II beserta fungsi 

objektifnya kemudian dianalisis dengan menerapkan Prinsip Stokastik Maksimum. Prinsip ini dilakukan 

terhadap Hamiltonian dari persamaan optimal yang terbentuk untuk menentukan kontrol optimalnya. 

Pendekatan ini merupakan versi stokastik dari Prinsip pontryagin maksimum yang diperkenalkan dalam 

kontrol optimal deterministik [9]. Langkah-langkahnya sebagai berikut: 

Langkah 1 Membentuk fungsi pontryagin maksimum  

𝐻(𝑥, 𝑢, 𝑝, 𝑞) = 〈𝑓(𝑥, 𝑢), 𝑝〉 − 𝑙(𝑥, 𝑢) + 〈𝑔(𝑥), 𝑞〉 

Dengan 〈∙,∙〉 menunjukkan hasil kali dalam Euclidean, 𝒑 = [𝑝1 𝑝2 𝑝3]𝑇 dan 𝒒 = [𝑞1 𝑞2 𝑞3]𝑇 

merupakan vektor adjoint. 

Langkah 2: Meminimumkan 𝐻 terhadap vektor kontrol 

𝑑𝑥∗(𝑡) =
𝜕𝐻(𝑥∗, 𝑢∗, 𝑝, 𝑞)

𝜕𝑝
𝑑𝑡 + 𝑔(𝑥∗(𝑡))𝑑𝑤(𝑡)    (1) 

𝑑𝒑(𝑡) =
−𝜕𝐻(𝑥∗, 𝑢∗, 𝑝, 𝑞)

𝜕𝑥
𝑑𝑡 + 𝒒(𝑡)𝑑𝑤(𝑡) 

dengan 

𝑥∗(0) = 𝑥0 

𝒑(𝑇) =
−𝜕(𝑥∗(𝑇))

𝜕𝑥
 

dengan 𝑥∗(𝑡) merupakan lintasan optimal dari 𝑥(𝑡) 

Langkah 3: Membentuk fungsi 

𝒑(𝑡) = 𝝋(𝑡, 𝑥∗(𝑡)) 

Dengan 𝝋 merupakan fungsi bernilai vektor dengan komponen 𝜑𝑖(𝑡, 𝑥∗(𝑡)) dengan 𝑖 = 1,2,3. 

Langkah 4: Dengan menggunakan lemma itu, diperoleh 

𝑑𝝋(𝑡, 𝑥∗(𝑡)) = {
𝜕𝜑𝑖(𝑡, 𝑥∗(𝑡))

𝜕𝑡
+ 〈

𝜕𝜑𝑖(𝑡, 𝑥∗(𝑡))

𝜕𝑥
, 𝑓(𝑥, 𝑢)〉 +

1

2
𝑡𝑟 [

𝜕

𝜕𝑥
(

𝜕𝜑𝑖

𝜕𝑥
)

𝑇

𝑔(𝑥)𝑔(𝑥)𝑇]} 𝑑𝑡

+ 〈
𝜕𝜑𝑖(𝑡, 𝑥(𝑡))

𝜕𝑥
, 𝑔(𝑥)〉 𝑑𝑤(𝑡) 

 

Pada tahap selanjutnya dicari solusi numerik dari model I dan model II. Hal ini dilakukan dengan 

memanfaatkan persamaan diferensial stokastik maju mundur, dengan tujuan dapat diketahui dinamika 

perubahan jumlah populasi sebelum dilakukan kontrol dan jumlah populasi setelah dilakukan kontrol 

optimal. Langkah –langkahnya sebagai berikut: 

Langkah 1: Menentukan nilai 𝝋(𝑡, 𝑥) 

Langkah 2: Gunakan 𝝋(𝑡, 𝑥) untuk menentukan nilai  𝒑(𝑡) = 𝝋(𝑡, 𝑥∗(𝑡)) 

Langkah 3: Subtitusi 𝒑(𝑡) dan 𝒒(𝑡) ke Persamaan (1). 

 

 
3. HASIL DAN PEMBAHASAN 

3.1. Pengkonstruksian Model Penyebaran Covid-19 

Populasi dibagi ke dalam tiga sub-populasi, yaitu individu rentan (susceptible), individu 

terinfeksi/sakit (infected), dan individu sembuh (Recovered). Sub-populasi tersebut masing-masing 

dilambangkan dengan 𝑆 untuk susceptible, 𝐼 untuk infected, dan 𝑅 untuk Recovered. Pada permasalahan ini 

diasumsikan bahwa populasi bersifat tertutup, laju kelahiran sama dengan laju kematian, dan sub-populasi 

susceptible dapat terinfeksi jika melakukan kontak dengan sub-populasi infected. Selain itu setiap sub-

populasi infectious memiliki probabilitas yang sama untuk menularkan virus Covid 19 ke setiap sub-

populasi susceptible di dalam populasi. Berdasarkan asumsi-asumsi tersebut diperoleh model 
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𝑑𝑆

𝑑𝑡
= 𝜇 − 𝛽𝑆𝐼 − 𝜇𝑆 + 𝜃𝑅

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝛽𝑆𝐼 − (𝛾 + 𝜇)𝐼

𝑑𝑅

𝑑𝑡
=  𝛾𝐼 − (𝜇 + 𝜃)𝑅 

    (2) 

dengan syarat awal 𝑆(0) = 𝑆0, 𝐼(0) = 𝐼0, 𝑅(0) = 𝑅0. Dalam model tersebut 𝜇, 𝛽, 𝜃, 𝛾 adalah konstanta-

konstanta positif. 𝜇 merupakan laju kelahiran per satuan waktu, 𝛽 merupakan laju kontak efektif per satuan 

waktu, 𝜃 merupakan laju reinfeksi dari 𝑅 ke I per satuan waktu. Sedangkan 𝛾 merupakan laju recovered 

dari kompartemen I ke R per satuan waktu. Dan 𝑆 + 𝐼 + 𝑅=R. 

  Permasalah kontrol optimal dalam pembahasan ini berkaitan dengan adanya asumsi bahwa 

pemerintah berperan penting sebagai pengendali penyebaran Covid-19 melalui vaksinasi individu yang 

rentan, dengan laju 𝑣. Hal ini mengakibatkan sebanyak 𝑣𝑆 dari populasi yang rentan kebal terhadap Covid-

19. Serta isolasi individu yang terinfeksi dengan laju 𝑖. Akibatnya sebagian kecil dari populasi yang 

terinfeksi hilang dan mencegah penyebaran virus Covid-19. 

Selama pandemi, tidak dapat diketahui dengan pasti jumlah individu per total populasi yang termasuk 

dalam kompartemen susceptible, infected, dan recovered. Akibatnya timbul reaksi panik dari populasi, 

sehingga mengisolasi semua populasi baik yang rentan terinfeksi maupun kebal. Selain itu juga adanya 

kondisi fisik yang berbeda tiap individu dan perubahan perilaku dari individu, maka ditambahkan aspek 

stokastik pada model SIR deterministik. Oleh karena itu, permasalahan (2) selanjutnya diperluas dengan 

waktu kontinu stokastik dari model SIR Deterministik dengan pemberian 𝑊𝑡 yang merupakan gerak 

Brownian Standar, dan 𝑊𝑡
̇  menunjukkan proses white noise. Dan anggap bahwa laju infeksi 𝛽 tergantung 

pada guncangan acak, 𝛽𝑡 = 𝛽 + 𝜎𝑊𝑡
̇  dengan 𝜎 menunjukkan parameter volatilitas serta laju kesembuhan 𝛾 

tetap konstan. Dengan demikian diperoleh model SIR berikut   

𝑑𝑆 = (𝜇 − 𝛽𝑆𝐼 − (𝜇 + 𝑣)𝑆 + 𝜃𝑅)𝑑𝑡 − 𝜎𝐼𝑆𝑑𝑊𝑡

𝑑𝐼 = (𝛽𝑆𝐼 − (𝛾 + 𝜇 + 𝑖)𝐼)𝑑𝑡 + 𝜎𝐼𝑆𝑑𝑊𝑡               

𝑑𝑅 = ((𝛾 + 𝑖)𝐼 − (𝜇 + 𝜃)𝑅 + 𝑣𝑆)𝑑𝑡                

                           (3) 

Dengan syarat awal 𝑆(0) = 𝑆0, 𝐼(0) = 𝐼0, 𝑅(0) = 𝑅0. 

 

3.2. Masalah Kontrol Optimal Stokastik 

Berdasarkan asumsi-asumsi yang telah dibentuk, dilakukan pengkonstruksian Kontrol Optimal 

beserta syarat-syaratnya. Pada penelitian ini diharapkan mendapatkan kontrol (vaksinasi atau isolasi) 

optimal. Hal ini dilakukan dengan cara meminimumkan jumlah populasi Infected dan juga meminimumkan 

biaya kontrol (vaksinasi). Secara matematis permasalahan ini adalah meminimalkan fungsi Objektif berikut 

[9]. 

𝐽 = 𝐸 (∫ 𝑙(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))𝑑𝑡 + ℎ(𝑥(𝑇))

𝑇

0

) 

dengan 𝑢(𝑡) adalah fungsi peubah kontrol yang nilainya terdapat dalam himpunan bagian tertutup ℝ𝑚, 

peubah 𝑥(𝑡) merupakan state, 𝐸 melambangkan nilai harapan, T menyatakan lamanya program vaksinasi 

atau isolasi, serta : ℝ3 × ℝ1 → ℝ1 dan ℎ: ℝ3 → ℝ fungsi terdiferensial kontinu. Dalam penelitian ini 

dipelajari masalah kontrol optimal untuk menemukan kebijakan optimal 𝑢∗ ∈ 𝒰 sehingga 

𝐽(𝑢∗) ≤ 𝐽(𝑢), ∀𝑢 ∈ 𝒰 

Dengan 𝒰 merupakan himpunan kontrol admissible yang dapat didefinisikan oleh 

𝒰 = {𝑢|0 ≤ 𝑢(𝑡) ≤ 𝐶𝑝, ∀𝑡 ∈ Θ ≡ (0, 𝑇)}.  

Tujuan dari pengendalian infeksi adalah untuk mengurangi populasi terinfeksi dan mengurangi 

populasi yang rentan serta mengurangi efek samping dari kontrol. 
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3.3. Prinsip Stokastik Maksimum 

Didefinisikan vektor 

𝒙(𝑡) = [

𝑥1(𝑡)

𝑥2(𝑡)

𝑥3(𝑡)
] ≡ [

𝑆(𝑡)

𝐼(𝑡)

𝑅(𝑡)
]. 

Persamaan (3) menjadi 

𝑑𝒙(𝑡) = 𝒇(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))𝑑𝑡 + 𝒈(𝑥(𝑡))𝑑𝑊𝑡 

Dengan syarat awal 

𝒙(0) = [
𝑆(0)

𝐼(0)
𝑅(0)

] 

Dengan fungsi 𝒇 dan 𝒈 merupakan fungsi bernilai vektor dengan komponen 

𝑓1 = 𝜇 − 𝛽𝑥1𝑥2 − (𝜇 + 𝑣)𝑥1 + 𝜃𝑥3 

𝑓2 = 𝛽𝑥1𝑥2 − (𝛾 + 𝜇 + 𝑖)𝑥2            

𝑓3 = (𝛾 + 𝑖)𝑥2 − (𝜇 + 𝜃)𝑥3 + 𝑣𝑥1 

dengan 

     𝑔1 = −𝜎𝑥1𝑥2 

   𝑔2 = 𝜎𝑥1𝑥2  

𝑔3 = 0        

Didefinisikan fungsi Hamiltonian  

𝐻(𝑥, 𝑢, 𝑝, 𝑞) = 〈𝒇(𝒙, 𝑢), 𝑝〉 − 𝑙(𝒙, 𝑢) + 〈𝒈(𝒙), 𝑞〉 

Dengan 〈∙,∙〉 menunjukkan hasil kali dalam Euclidean, 𝒑 = [𝑝1 𝑝2 𝑝3]𝑇 dan 𝒒 = [𝑞1 𝑞2 𝑞3]𝑇 

merupakan vektor adjoint [10]. Sesuai Prinsip Maksimum Stokastik 

𝑑𝒙∗(𝑡) =
𝜕𝐻(𝒙∗, 𝒖∗, 𝒑, 𝒒)

𝜕𝒑
𝑑𝑡 + 𝒈(𝒙∗(𝑡))𝑑𝑤(𝑡) 

𝑑𝒑(𝑡) =
−𝜕𝐻(𝒙∗, 𝒖∗, 𝒑, 𝒒)

𝜕𝒙
𝑑𝑡 + 𝒒(𝑡)𝑑𝑤(𝑡) 

𝐻(𝒙∗, 𝒖∗, 𝒑, 𝒒) = max
𝑢∈𝒰

𝐻(𝒙∗, 𝒖, 𝒑, 𝒒) 

dengan 

𝒙∗(0) = 𝒙0 

𝒑(𝑇) =
−𝜕(𝒙∗(𝑇))

𝜕𝒙
 

dengan 𝒙∗(𝑡) merupakan lintasan optimal dari 𝒙(𝑡). 
 

3.4. Penyelesaian Kontrol Optimal Vaksinasi 

Pada model ini, seluruh populasi diasumsikan sudah melakukan vaksinasi sehingga sudah 

membentuk herd immunity. Dengan demikian 𝑢2 = 0, akibatnya persamaan (3) menjadi  

𝑑𝑆 = (𝜇 − 𝛽𝑆𝐼 − (𝜇 + 𝑢(𝑡))𝑆)𝑑𝑡 − 𝜎𝐼𝑆𝑑𝑊𝑡

𝑑𝐼 = (𝛽𝑆𝐼 − (𝛾 + 𝜇)𝐼)𝑑𝑡 + 𝜎𝐼𝑆𝑑𝑊𝑡               

𝑑𝑅 = (𝛾𝐼 − 𝜇𝑅 + 𝑢(𝑡)𝑆)𝑑𝑡                

     (4) 
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Karena jumlah populasi konstan maka 𝑅 = 1 − 𝑆 − 𝐼. Dengan demikian diperoleh 

𝑥(𝑡) = [𝑥1(𝑡) 𝑥2(𝑡)]𝑇 = [𝑆(𝑡) 𝐼(𝑡)]𝑇 

𝑓1 = 𝜇 − 𝛽𝑥1𝑥2 − (𝜇 + 𝑢(𝑡))𝑥1 

𝑓2 = 𝛽𝑥1𝑥2 − (𝛾 + 𝜇)𝑥2 

𝑑𝑒𝑛𝑔𝑎𝑛 𝑔1 = −𝜎𝑥1𝑥2 

𝑔2 = 𝜎𝑥1𝑥2 

Fungsi tujuan diberikan oleh 

𝐽(𝑢) =
1

2
𝐸 {∫((𝑚𝑥1

2(𝑡) + 𝑛𝑥2
2(𝑡) + 𝑟𝑢2(𝑡))𝑑𝑡

𝑇

0

+ 𝑘1𝑥1
2(𝑇) + 𝑘2𝑥2

2(𝑇)} 

dengan 𝑚, 𝑛, 𝑟, 𝑘1, 𝑘2 konstanta positif.  

Teorema 1 Diketahui kontrol optimal 𝑢(𝑡) dan solusi optimal 𝑆∗, 𝐼∗, 𝑅∗ dari sistem (4) maka terdapat 

variabel variabel adjoint yang memenuhi 

𝑑𝑥1 = (𝜇 − 𝛽𝑥1𝑥2 − (𝜇 + 𝑢(𝑡))𝑥1)𝑑𝑡 − 𝜎𝑥1𝑥2𝑑𝑊𝑡

𝑑𝑥2 = (𝛽𝑥1𝑥2 − (𝛾 + 𝜇)𝑥2)𝑑𝑡 + 𝜎𝑥1𝑥1𝑑𝑊𝑡               

       𝑑𝑝1 = {𝑝1(𝜇 + 𝑢(𝑡)) + 𝛽𝑝1𝑥2 − 𝛽𝑝2𝑥1 + 𝑚𝑥1 + 𝜎𝑞1𝑥2 − 𝜎𝑞2𝑥2}𝑑𝑡 + 𝑞1𝑑𝑊𝑡

 

𝑑𝑝2 = {𝛽𝑝1𝑥1 − 𝛽𝑝2𝑥1 + (𝛾 + 𝜇)𝑝2 + 𝑛𝑥2 + 𝜎𝑞1𝑥1 − 𝜎𝑞2𝑥1}𝑑𝑡 + 𝑞2𝑑𝑊𝑡 

Dengan syarat awal dan syarat batas 

𝑥1(0) = 𝑆0, 𝑥2(0) = 𝐼0 

𝑃1(𝑇) = −𝑘1𝑥1, 𝑃2(𝑇) = −𝑘2𝑥2 

Dan kontrol optimal 𝑈(𝑡) yaitu 

𝑈(𝑡) = 𝑚𝑎𝑥 {𝑚𝑖𝑛 {
−𝜑1(𝑡, 𝑥(𝑡))

𝑟
, 𝑥1(𝑡), 𝐶𝑝} , 0} 

 

Bukti: Diketahui kontrol optimal u(t) dan solusi optimal S∗, I∗, R∗ dari sistem (4) maka terdapat variabel 

variabel adjoint. Berdasarkan prinsip stokastik maksimum diperoleh 

𝑑𝑥1 = (𝜇 − 𝛽𝑥1𝑥2 − (𝜇 + 𝑢(𝑡))𝑥1)𝑑𝑡 − 𝜎𝑥1𝑥2𝑑𝑊𝑡

𝑑𝑥2 = (𝛽𝑥1𝑥2 − (𝛾 + 𝜇)𝑥2)𝑑𝑡 + 𝜎𝑥1𝑥1𝑑𝑊𝑡               

       𝑑𝑝1 = {𝑝1(𝜇 + 𝑢(𝑡)) + 𝛽𝑝1𝑥2 − 𝛽𝑝2𝑥1 + 𝑚𝑥1 + 𝜎𝑞1𝑥2 − 𝜎𝑞2𝑥2}𝑑𝑡 + 𝑞1𝑑𝑊𝑡

 

𝑑𝑝2 = {𝛽𝑝1𝑥1 − 𝛽𝑝2𝑥1 + (𝛾 + 𝜇)𝑝2 + 𝑛𝑥2 + 𝜎𝑞1𝑥1 − 𝜎𝑞2𝑥1}𝑑𝑡 + 𝑞2𝑑𝑊𝑡 

𝑈(𝑡) = 𝑚𝑎𝑥 {𝑚𝑖𝑛 {
−𝑝1(𝑡)

𝑟
, 𝑥1(𝑡), 𝐶𝑝} , 0} 

Dengan syarat awal dan syarat batas  

𝑥1(0) = 𝑆0, 𝑥2(0) = 𝐼0 

𝑃1(𝑇) = −𝑘1𝑥1, 𝑃2(𝑇) = −𝑘2𝑥2 

Definisikan fungsi 

𝑝𝐼(𝑡) = 𝜑𝐼(𝑡, 𝑥(𝑡)) 

Dengan menggunakan persamaan diferensial stokastik maju mundur diperoleh 
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𝜕𝜑1(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
+

𝜕𝜑1(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥1
(𝜇 − 𝛽𝑥1𝑥2 − (𝜇 + 𝑢(𝑡))𝑥1) +

𝜕𝜑1(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥2
(𝛽𝑥1𝑥2 − (𝛾 + 𝜇)𝑥2)

+
1

2
𝜎2𝑥1

2𝑥2
2 (

𝜕

𝜕𝑥1
−

𝜕

𝜕𝑥2
)

2

𝜑1(𝑡, 𝑥) − 𝜑1(𝑡, 𝑥)(𝜇 + 𝑢(𝑡)) − 𝛽𝑥2(𝜑1(𝑡, 𝑥) − 𝜑2(𝑡, 𝑥))

− 𝑚𝑥1 + 𝜎2𝑥1𝑥2
2𝑥2 (

𝜕

𝜕𝑥1
−

𝜕

𝜕𝑥2
) (𝜑1(𝑡, 𝑥) − 𝜑1(𝑡, 𝑥)) = 0 

𝜕𝜑2(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
+

𝜕𝜑2(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥1
(𝜇 − 𝛽𝑥1𝑥2 − (𝜇 + 𝑢(𝑡))𝑥1) +

𝜕𝜑2(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥2
(𝛽𝑥1𝑥2 − (𝛾 + 𝜇)𝑥2)

+
1

2
𝜎2𝑥1

2𝑥2
2 (

𝜕

𝜕𝑥1
−

𝜕

𝜕𝑥2
)

2

𝜑2(𝑡, 𝑥) − 𝛽𝜑1𝑥1 − 𝛽𝜑2𝑥1 − (𝛾 + 𝜇)𝜑2 − 𝑛𝑥2

+ 𝜎2𝑥1
2𝑥2 (

𝜕

𝜕𝑥1
−

𝜕

𝜕𝑥2
) (𝜑1(𝑡, 𝑥) − 𝜑1(𝑡, 𝑥)) = 0 

Dengan 𝑢(𝑡) diperoleh dari 

𝑢(𝑡) = 𝑚𝑎𝑥 {𝑚𝑖𝑛 {
−𝜑1(𝑡, 𝑥(𝑡))

𝑟
, 𝑥1(𝑡), 𝐶𝑝} , 0} 

Dengan syarat  

𝜑1(𝑇, 𝑥) = −𝑘1𝑥1, 𝜑2(𝑇, 𝑥) = −𝑘2𝑥2. ∎ 

 

 

3.5. Penyelesaian Kontrol Optimal Isolasi 

Dalam hal ini vaksin Covid-19 tidak tersedia, akibatnya 𝑢1 = 0. Dengan demikian persamaan (3) menjadi:  

𝑑𝑆 = (𝜇 − 𝛽𝑆𝐼 − 𝜇𝑆)𝑑𝑡 − 𝜎𝐼𝑆𝑑𝑊𝑡

𝑑𝐼 = (𝛽𝑆𝐼 − (𝛾 + 𝜇 + 𝑢(𝑡))𝐼)𝑑𝑡 + 𝜎𝐼𝑆𝑑𝑊𝑡               

𝑑𝑅 = ((𝛾 + 𝑢(𝑡))𝐼 − 𝜇𝑅)𝑑𝑡                

 

Karena jumlah populasi konstan maka 𝑆 = 1 − 𝐼 − 𝑅.  

𝑥(𝑡) = [𝑥2(𝑡) 𝑥3(𝑡)]𝑇 = [𝐼(𝑡) 𝑅(𝑡)]𝑇 

𝑓2 = 𝛽𝑥1𝑥2 − (𝛾 + 𝜇 + 𝑢(𝑡))𝑥2            
𝑓3 = (𝛾 + 𝑢(𝑡))𝑥2 − 𝜇𝑥3 

dengan 

𝑔2 = 𝜎𝑥1𝑥2  
𝑔3 = 0   

𝐽(𝑢) =
1

2
𝐸 {∫((𝑎𝑥2

2(𝑡) + 𝑏𝑥3
2(𝑡) + 𝑐𝑢2(𝑡))𝑑𝑡

𝑇

0

+ 𝑘3𝑥2
2(𝑇) + 𝑘4𝑥3

2(𝑇)} 

Dengan 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑘2, 𝑘3 konstanta positif. 

Teorema 2 Diketahui kontrol optimal 𝑢(𝑡) dan solusi optimal 𝑆∗, 𝐼∗, 𝑅∗ dari sistem (4) maka terdapat 

variabel variabel adjoint yang memenuhi 

𝑑𝑥2 = (𝛽𝑥1𝑥2 − (𝛾 + 𝜇 + 𝑢(𝑡))𝑥2)𝑑𝑡 + 𝜎𝑥1𝑥2𝑑𝑊𝑡

𝑑𝑥3 = ((𝛾 + 𝑢(𝑡))𝑥2 − 𝜇𝑥3)𝑑𝑡               

𝑑𝑝2 = {𝛽𝑝3𝑥1 − 𝛽𝑝2𝑥1 + (𝛾 + 𝜇 + 𝑢(𝑡))𝑝2 + 𝑎𝑥2 + 𝜎𝑞2𝑥1 − 𝜎𝑞3𝑥1}𝑑𝑡 + 𝑞2𝑑𝑊𝑡

 

𝑑𝑝3 = {𝜇𝑝2 − 𝜇𝑝3 + 𝑏𝑥3}𝑑𝑡 + 𝑞2𝑑𝑊𝑡 

Dengan syarat awal dan syarat batas 

𝑥2(0) = 𝐼0, 𝑥3(0) = 𝑅0 
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𝑝2(𝑇) = −𝑘3𝑥2, 𝑝2(𝑇) = −𝑘4𝑥3 

Dan kontrol optimal 𝑈(𝑡) yaitu 

𝑢(𝑡) = 𝑚𝑎𝑥 {𝑚𝑖𝑛 {
−𝜑2(𝑡, 𝑥(𝑡))

𝑟
, 𝑥2(𝑡), 𝐶𝑝} , 0} 

Bukti: Diketahui kontrol optimal 𝑢(𝑡) dan solusi optimal 𝑆∗, 𝐼∗, 𝑅∗ dari sistem (4) maka terdapat variabel 

variabel adjoint. Berdasarkan prinsip stokastik maksimum diperoleh: 

𝑑𝑥2 = (𝛽𝑥1𝑥2 − (𝛾 + 𝜇 + 𝑢(𝑡))𝑥2)𝑑𝑡 + 𝜎𝑥1𝑥2𝑑𝑊𝑡

𝑑𝑥3 = ((𝛾 + 𝑢(𝑡))𝑥2 − 𝜇𝑥3)𝑑𝑡               

𝑑𝑝2 = {𝛽𝑝3𝑥1 − 𝛽𝑝2𝑥1 + (𝛾 + 𝜇 + 𝑢(𝑡))𝑝2 + 𝑎𝑥2 + 𝜎𝑞2𝑥1 − 𝜎𝑞3𝑥1}𝑑𝑡 + 𝑞2𝑑𝑊𝑡

 

𝑑𝑝3 = {𝜇𝑝2 − 𝜇𝑝3 + 𝑏𝑥3}𝑑𝑡 + 𝑞2𝑑𝑊𝑡 

𝑈(𝑡) = 𝑚𝑎𝑥 {𝑚𝑖𝑛 {
−𝑝2(𝑡)

𝑟
, 𝑥2(𝑡), 𝐶𝑝} , 0} 

Dengan syarat awal dan syarat batas  

𝑥2(0) = 𝐼0, 𝑥3(0) = 𝑅0 

𝑝2(𝑇) = −𝑘3𝑥2, 𝑝2(𝑇) = −𝑘4𝑥3 

Definisikan fungsi  

𝑝2(𝑡) = 𝜑2(𝑡, 𝑥(𝑡)) 

Dengan menggunakan persamaan diferensial stokastik maju mundur diperoleh 

𝜕𝜑2(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
+

𝜕𝜑2(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥2
(𝛽𝑥1𝑥2 − (𝛾 + 𝜇 + 𝑢(𝑡))𝑥2) +

𝜕𝜑2(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥3
((𝛾 + 𝑢(𝑡))𝑥2 − 𝜇𝑥3)

+
1

2
𝜎2𝑥2

2𝑥3
2 (

𝜕

𝜕𝑥2
−

𝜕

𝜕𝑥3
)

2

𝜑2(𝑡, 𝑥) + 𝛽𝑥1((𝜑2(𝑡, 𝑥) − 𝜑3(𝑡, 𝑥)))

− (𝛾 + 𝜇 + 𝑢(𝑡))𝜑2(𝑡, 𝑥) − 𝑎𝑥2 + 𝜎2𝑥2𝑥3
2 (

𝜕

𝜕𝑥2
−

𝜕

𝜕𝑥3
) (𝜑2(𝑡, 𝑥) − 𝜑3(𝑡, 𝑥)) = 0 

𝜕𝜑3(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
+

𝜕𝜑3(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥2
(𝛽𝑥1𝑥2 − (𝛾 + 𝜇 + 𝑢(𝑡))𝑥2) +

𝜕𝜑3(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥3
((𝛾 + 𝑢(𝑡))𝑥2 − 𝜇𝑥3) − 𝜇𝜑3 − 𝑏𝑥3

+ 𝜎2𝑥3
2𝑥2 (

𝜕

𝜕𝑥2
−

𝜕

𝜕𝑥3
) (𝜑2(𝑡, 𝑥) − 𝜑3(𝑡, 𝑥)) = 0 

Dengan 𝑢(𝑡) diperoleh dari 

𝑢(𝑡) = 𝑚𝑎𝑥 {𝑚𝑖𝑛 {
−𝜑2(𝑡, 𝑥(𝑡))

𝑟
, 𝑥2(𝑡), 𝐶𝑝} , 0} 

Dengan syarat  

𝜑2(𝑇, 𝑥) = −𝑘3𝑥2, 𝜑3(𝑇, 𝑥) = −𝑘4𝑥3.∎ 

 

 

4. KESIMPULAN 

Berdasarkan hasil penelitian diperoleh kesimpulan bahwa kontrol optimal berkaitan dengan tindakan 

vaksinasi atau isolasi dengan meminimalkan jumlah populasi Infected dan biaya kontrol (vaksinasi). 

Kontrol yang optimal dari permasalahan pada Teorema (1) dan Teorema (2) dapat ditentukan dengan 

menerapkan prinsip Stokastik maksimum. 
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